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Résumé

On considere le systeme des équations aux dérivées partielles sui-
vant :

Oup + 0y Ou (u + bj)p = % Ap
Or(ugp) + 2?21 O up(uj + bj)p = Y Augp
S(d)§ Vi<k<d p(dx,t) — po,  ug(z,t)p(dx,t) — vi(x)po
faiblement pour t — 0%
p0, v sont donnés

B; désignant un mouvement brownien, on construit le processus X =
(X, t > 0), solution de ’équation différentielle stochastique suivante :

4X; = [E[o(Xo)/Xd) + b(X:, £)|dt + v B, (1)

et nous montrons que u(x,t) = E[v(Xy)/X; = z] et la famille de den-
sités de probabilités de X, (p¢, t > 0), constituent I'unique solution
faible du systeme S(d).

Abstract

We consider the system of equations S(d) with initial distribution
of masses p(dz,0) and initial velocities v. We construct the stochastic
process that satisfies the nonlinear stochastic differential equation (1).
We then solve the system S(d) in the weak sense.
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1 Introduction

Soit b : RY x Ry — R une fonction bornée; considérons le systeme suivant

Op + E;'l=1 O, (u; +bj)p = 5 Ap ,

sy Orlunp) + i1 Ouyun(uy + bj)p = %5 Augp
Vi<k<d p(dx,t) — po,  ug(z,t)p(de,t) — vi(z)po
faiblement pour ¢ — 0.

Le cas b =0 et v = 1 a déja été traité par A. Dermoune [1]. Dans la conti-
nuité de ce travail on se propose ici de résoudre le cas général.

Le but de la premiere partie de cet article est de montrer que S(d) possede
une solution faible. Pour cela nous étudions I'existence de la solution de (1).
Pour construire le processus solution de (1),nous utiliserons principalement
la notion de propagation en chaos conditionnelle, introduit par W.A. Zheng
[5].

Dans le second paragraphe, nous rappelons quelques lemmes et résultats que
I'on doit a D. Strook, S.R.S Varadhan [4] et K. Oelshlager [3].

Nous pouvons alors dans la derniére partie grace aux estimations (théoréeme
6) montrer que le systeme des équations aux dérivée partielles S(d) possede
une solution unique.

2 L’existence de la solution.

Théoreme 1:
Soient d > 1 un entier et v une fonction continue, bornée de R? sur R%. Soit

b:RYx Ry — R tel que

i)pour A < oo sup |b(x,t)] < A, (2)
>
rome

it) pour tous x, y € RY t>0 |b(x,t) — b(y,t)| < Alx —y|,



Il existe une solution faible a I’équation différentielle stochastique suivante:
dX, = (E[U(XO) /X)) + b(X,, t))dt + v dB, (3)

Remarque :

On vérifié aisément que l'existence de la solution faible de S(d) s’ensuit de
celle de (3).

En effet, soit X; solution de (3) et f : RY — R? de classe C? & support
compact.

D’apres la formule de 1t6 on a:

F00) = FOX) + [ Lof(X)ds ()
0
ou . .
V2 0? 0
L= 3”21 207, + ]Zl[u(x,s) + b(x, 5)]8—%

Si on note p; la loi de Xy, u(z,t) = E[v(Xo)/X; = x] et en prenant 'espérance
des deux membres de (4), on obtient:

/f p(dx,t) — po(dx)] //Z i(,8) +uj(x, s)| pldx, $)0y, f(x)ds

—/ /Z e (@)p(de, s)ds

2,7=1

ce qui apres intégration par parties donne:

/f p(dz, t) — po(dz)] = //f Za% (u; + b)p(dz, s)|ds
2 10 5 gt

i,7=1

Il suit de ceci que p est solution faible de la premiere équation du systeme
S(d). Pour la deuxieéme équation du systeme, il suffit de multiplier I'expression
(4) par uy et calculer son espérance. "

Preuve du théoreme:

Soit ¢ une densité de probabilité symétrique sur R%. Notons ¢™(x) = n¢(z),
(B, ..., BY) désignant N mouvement browniens linéaires indépendants.



Soit XtN = (XZ"N’”, 1 < i < N) la solution de I’équation différentielle
stochastique N-dimensionnelle:

3 VR (G )
D O (X = XN

On déduit l'existence de ce systeme de celle du probleme de martingale: il
existe un processus X" tel que

dXti’Nm = |: + b(XZ,Nm? t) dt + VdBZ',

t
FOXE) = / Lof(X?M™ds  est une martingale,
0

avec

et ) ) )
3 V)" (X — X

S om(XpN = X

XZ’N’” est donc un processus de Ito de covariance vl et de dérive b;.
Enfin d’apres le Théoreme 4.5,1 du livre [4] on a

b (XENn s) = + b(X s).

dXN" = by (XN t)dt + vd B

Maintenant on va faire tendre N vers I'infini.
On sait par hypothese que v et b sont bornés.
Nous posons

t
A;’N’" = / by (Xﬁ’N’", s)ds et MZ’N’” =vB};
0

Z, n o 2,1V, A;, ,n tZ, ,n'

Pour chaque p > 1 les processus X;V" et fol |b1 (XN s)|[Pds sont uni-
formément bornés en probabilité, d’apres (2).

Par conséquent, en utilisant le théoreme 3 de [2], (X;V™, N > 1) est C-
tendue, ainsi que (XZ’N’", AP MZN”)

Notons (X}, A" M"™) une valeur d’adhérence (X", Ab™™ MM quand
N — o0, donc d’apres le théoreme de représentation de Skorohod, on a

X”“:X“u/ [ s )4 p(xin, s)|ds + v Bl 5
=it [ g o) t )
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Il nous reste & montrer

R = [ [ oo = (a2

et Rin(0) = / (X" 2 (d). (7)

En effet (XZ’"’K,Z' > 1) est symétrique, d’ou pour J < K,

ol Z o(X)e" (X = X )

K : ;2@ (XD)gm (X, — Xf’”“)ﬂ
T - 1)21(K — 1) (=120 =)+ (=12 -1
—2(J = 1)(K — 1)(J — 2))E[u(X2)p™ (X} — Xf’"’K)DZ]

+ (K —1)*(J —2)(J —=3)+ (J - 1)*(K —2)(K —3)
= 2(J = (K = 1)(J = 2)(K = 3))E[v(X)u(X)g" (X" = xP™5)].

Faisant tendre K — oo, on déduit I'existence d'une fonction C(n,J) telle
que

Jhm C(n,J)=0
et
1 ) . .
EIR"(1) = 5= D _v(Xg)e" (X" = X[ < Cn, J). (8)
j=2

De la méme maniere on montre que
R -
E[|R;™(0) — 71 DX = XIM < Cln, ).

Si on note X = C([0, 7], R%), alors (X*") € X.
Pour tous N et tous 1 <141 < ... < iy, 0n a

loi( X1 ., X)) = oi( X", . XN,

Soit m : {1,2,..} — {1,2,..} une bijection qui permute un nombre fini
d’élément, soit I I’ensemble de ces permutions, B> ’ensemble des boréliens

b}



de X et X = (X"").
On note 71X = (X™@m) alors

S={X"YB):BecB® PX 'B)ArX)(B)] =0,Vr cll}

est le o-algebre des événements permutables de X.

Rappelons le théoreme suivant qu’on trouve dans [5] et qu’on utilise dans la
suite.

Théoreme 2:

a) (X% i > 1) sont indépendant et identiquement distribués sachant S. De
plus, il existe une probabilité conditionnelle P¥ pour (X*") sachant S telle
que pour chaque w € €, les variables aléatoires coordonnées (') de 'espace
probabilisé (X', B>, P¥) sont indépendantes et identiquement distribuées.
b) De plus si pour chaque fonction f mesurable élément de X, f(X*") sont
mutuellement indépendantes, alors elles sont indépendantes de S.

On déduit de la loi forte des grands nombres, sous la loi conditionnelle, que

St | [nete s

et
L
ﬁz(ﬁn( X]n —’//¢n z)pi(dz).
J#i
On en déduit (6). D’apres l'équation (5) et b) du théoreme 2 , sous la
probabilité P¥, on a:

Xln X“l / ff ¢n in _Z>p0t<dy7dz)
J (X" = 2)pp(d2)

Deuxiéme étape: on fait tendre n vers I'infini.
A partir de (5), on déduit X;™ est C-tendue, d’ott une limite

t
d5+/ o(X:" s)dB..
0

t
X! =X} + / g(s)ds + vBj.
0

Avant de poursuivre, nous allons avoir besoin de quelques lemmes.

3 Quelques lemmes et résultats intermédiaire

On se propose maintenant de donner des résultats utiles pour la suite. Pour
commencer, on rappelle le résultat suivant, que l'on doit a D. Strook, S.R.S
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Varadhan [4] et qui donne une condition pour qu’une suite de densité qui
converge faiblement, converge dans L.

Lemme 3: ([4], lemme 11.4.1)

Soit (f,,n > 1) une suite de fonctions positives Brs mesurables, vérifiant:

i) Pour tout n >1 /fn(x)dx =1,

hmsup/|fn (s+h) — fu(z)|dz = 0.

n—=0p>1

On suppose qu’il existe f € L'(R?) tel que, pour tout 1 € Cy(RY),

/f x)dr = lim [ f,(x)Y(x)dz.

n—oo

Alors f, — f dans L'(R%).

Nous aurons également besoin dans la suite du résultat suivant, qui est le
théoreme 9.1.15 dans [4]

Lemme 4:

Soient a : [0,00) x RY — S et b : [0,00) x RY — R? deux fonctions
mesurables bornées. Pour chaque T > 0, on suppose qu’il existe 0 < Ap <
Ar < 00, Br < oo et dr : (0,00) — (0,00) une fonction croissante tel que
hmg\o 5T(€) =0et

|0 < (0, a(x,5)0) < Ap|d)?, (s,2) €[0,T] x R et § € RY,
|b(x, s)| < Br

et

sSup ||(I(ZL‘1,S)—CL((L'2,S)|| <e, e > 0.
0<s<T
|1 —z2| <07 ()

Alors pour chaque T' > 0 il existe ® : (0,00) — (0, 00) fonction croissante
qui dépend seulement de d, T, Ar, Ar et d7(.) tel que lim o P(e) =0 et

T
/ dt/|p<s,x,t,y+h> (s, 2 t,y)ldy < B(IA),

ou p(s,x;t,y) sont les probabilités de transition de la diffusion de dérive b et
de covariance a.

Lemme 5:

Soit o la densité de la loi gaussienne de moyenne 0 et de variance v%t, c’est
a dire

|z[?

o1(x) := 0,2(2) = (20%t)"Y? exp (- ﬁ)
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Nous avons les estimations suivantes:

c
th(x) < % szt(l’). (9)
G p(@) = Gran o] < el — /|t — p)” D2 (10)
Preuve.
On a
. ; af?
Vou(a)| = lal(2mt) 22 exp (= 5o)
|$| ’x‘Q 2,\—d/2 |.1'|2 9
202t exp (- 4V2t) (2mA)=Fexp (- 41/2t)(2y 2
c
S _O—Qt(.ﬁlf),
puisque sup = exp(—z”) < +oo.
x>0

Pour la deuxieme estimation, d’apres le théoreme des accroissements finis, il
existe ¢; € (z,2’) tel que
/ /
Gtinop(@) = Grenp(@)] < |2 = 2/ [Vorinp(er)

et en appliquant (9), on obtient (10). [

Nous allons maintenant établir les propriétés de p; qui seront utiles pour
montrer 'existence et I'unicité de la solution.

Théoreme 6:

Soient m une fonction mesurable bornée de R x Ry sur R et pour tous

t>0, f€Cr([0,1] x RY).
Soit t — p; solution du systeme:

[ ot - [ r0.0m(a
t d 2

- /0 (/ [Zm(w, 5)0q, f(s,2) + 85f(s,x)] ps(dx) + % /Af(s,x)ps(dx)>ds.

(1)

Alors

1) pi(dx) est absolument continue, de densité p;(z), par rapport a la mesure

de Lebesgue sur R,

2)11 existe ¢ est une constante qui dépend uniquement de d, ||m|, T et v,

telle que:



i) [lpe( Moo < et +1) VE<T, (12)

it) |pe(x) = pal)] < c((tAs)" @24 1) |t —s|'/?, (13)
Vs <t<T, Ve e R?

iii) |pe(x) — pe(y)| < c(t™ V2 41) |z —y[VPVE<T, Yo,y e R (14)

Preuve du théoreme:

Nous allons reprendre la preuve de la proposition 3.4 telle qu’elle figure dans
[3], en y apportant les quelques modifications nécessaires.

Soit ¢ — p; solution de (11). Pour tous v € L'(RY), t € [0,T] et h > 0, la
fonction (z,s) — (v * 0¢sn_s)(x) appartient CZ(R? x [0, ¢]).

a. Montrons le point 1) du théoréme

A partir de (11) et en appliquant

0 V2
— _— —A =
9s0° 9 =0 0,
on a l’équation
t
/Uh*”y(a:)pt(dac)—/at+h*’y(x)po(dx) :/ /m(x,s).Vat+hS*”y(w)ps(dx)ds.
0
D’ou la majoration suivante en utilisant le lemme 5:
| [ onsamnian)
< /0t+h* || (z)po(dz) + / /|m 2, 8).Vorn_s*y(x)|ps(dr)ds
< (e m s [ [losnax hlie+h— o) dnis) (1)

§63||7||1<(t+h) /2 | /(t—i—h s)” d+1)/2d8>
< cally (¢ + h)~ 2 + B0 4 6y [logh] +1).

Par conséquent,

[ onx@lntde) < cdlyl(e+ B2 4 1 4 5ylloghl + 1)



Lorsqu’on insére cette inégalité dans ’équation (15), on trouve

[onsh@lntan) < es((e+m -y
b [ el 4 200+ hm ) 4 (200 )

+ 641 llog(t +h — s)|(t+h — s)*l/%zs)
< eslylla((t+ )~ + A2 4 5y 5logh| + 1).

Ainsi de suite, on obtient a la d iéme étape:
l/Uh*hKﬁm&dﬂdySCﬂVMKﬁ+hYW2+UnUU%+H-
Enfin

Jonel@nin) < clrlilie+m 2+ [+ n—s i+ b )

IN

+ (t+20t+h—s)"Y?+1]ds

< L +1,
Or
t
L = / (t+h— 5" 2[n(t+ b — s) + 1]
0
t
= [2(t4+h—s)2(In(t+h—s5) +1)], - 2/ (t+h—s) Vs
0
< 20t + )Y2n(t + h) — 202In(h) — A((t + h)Y? — h'/?)
<
et
t
L - / (4 h—8) V2t 42t + h— s)) Y2
0
< Cg(t + h)id/z
d’ott

| [ onxrt@loda)] < el + 1)

uniformément en h, et puisque o, * p; converge faiblement vers p; lorsque h
tend vers 0.
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On a pour tout ouvert A de R? tel que A(A) < oo, A désignant la mesure de
Lebesgue sur RY,

(pi(dz),14) < lim }iLnfO<pt % O, La)
= lim }i&f(}(ph 1a*op)

< en(tT2 4 1)N(A).

Ce qui montre que p;(dx) est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue, de densité p,(z).

b. Prouvons maintenant le point i) du théoréme.

On va montrer par 'absurde que p;(x) < c(t=%% +1).

Pour € > 0, on considere

B.,={r e R: py(z) > c(t™? + 1)(1 +¢)}.
On suppose que A(B.;) > 0, alors il existe un ouvert A tel que
B.y C A AMA\B::) < A(A)e/2,
or

)\(A)c(t_d/2+1) < AMA)c(t d/2—|—1)( +e)(1—¢/2)
£ 4 1)(1+ ) (MA) — A(4)/2)

= ¢

< et +1)(1 +e)(AMA) — MA\B.,))
= (™2 +1)(1 +)N\(B.)

<

/Bm pi(x)dx < /Apt(:c)dx

< MA)e(t Y2 +1).

On aboutit & une contradiction, par suite on peut affirmer (12).
c. Prouvons maintenant le point ii).
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Pour cela on pose p=t/2 et y,5y € R4 avec 6 = |y — /| < 1 At,on a
| [ n@lonta - s - / pi(@)n(x — y/)da?
= |/pp Ut+h p - )— Ut—i—h—p(x - y/)]dx
/ /ps (2,8)[Veoisn_s(® — 1Y) — Vooiin_s(z —1)|dzds|?
<3 [ pu@)locsle =) = oyl = ol
-5
+ 3]/ /ps (7, 8)[Vaoiin_s(® —y) — Veorin_s(x — )| dzds|?

+3]/ /ps (7, 8)[Vaoiin_s(® —y) — Veoirin_s(x — )] dzds|?
-6

En appliquant le lemme 5 on trouve
| [ p@ante =i = [ pi)one - y)dof

gclo(\y y!/pp )(t — p)~ @+ /2dx)

1 (x —y) (z —y)?
+611(/ / J(t+h— )/meXp(_4(t+h—8))
t—y) (z —y)? ) (w—y)”
t—f—h—)l/ZeXp( 4<t+h_8))(27r(t+h )d/)exp(_4(t+h—s
t—6 1 ( ) (x—y/)Q

(. —y)?

8(t+h—s))’eXp(_4(t+h—s)
(z—v)

m) ds)2.

2
d X t h -1/2 ‘x_y‘ o (ZC—y>
/M S/’) + ((t+h )mGXp( Mt h—s)

)+ [z — Y|
4(t+h—s) (t+h—s)l/2
2 2

(z—v) (z =) —dj2\)>
_4(t+h—s))exp(_4(t+h—s)))(2”(t+h_s> N )> '

2n(t+h —s)” d/2exp(—

2

—exp (-

. ex p(

exp (

12
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Il est alors clair que
| [ p@onte =i~ [ p@jona - 1ol < exaly - o'

=y ([ o) e ([

< eusly —y/|(E” Y2 4 1)

2
(t+h— s)_1/2d5> } (@2 )

puisque sup,>,  exp(—z?) < 4o00. D’autre part

ti [ p()on(e — e =plo) et Jim [ oot )iz = ply)
On en déduit que

10e(y) — pe(y)] < caa(t IR 4 1)y — |2,

d. On peut maintenant achever la démonstration du théoréeme.
Montrons la derniere estimation c’est a dire

[pe(x) = pa(@)] < c(t A s)™ D24 1) |t — 5|10

Pour 0 < s < t et h = |t — s[*° on obtient

1p:(y) — ps(Y)| < lpe(y) — /pt(l’)ah(l’ —y)dz| + | /[pt(w‘) — ps(@)]on(r — y)dz|
+1 1) = pwlone - y)ds

<Ii+ 1)+ Is.
On a
I = pily) — / pu(@)on(z — y)de]

< s (t@D/2 1)) / ly — z|Y20,(z — y)dz|
En procédant de la méme facon on obtient

I3 < c(s™ @2 L )pl/A,

13



Passant maintenant au dernier terme,
L= [00) = pu(@lonte — y)da]
! 1
= / /pT(x)[m(x, 7).Veon(x —y) + §Axah(x — y)dxdr|

Donc, d’apres le point i) du théoréeme:

I < o(s~ + // !x—y! 2( >+%>>

(z —y)? ~d/2
exp (— 5%h ) (2mvPh)~ du
)2
< (s 41|t —s|[hV? + h_l](27ﬂ/2h)_d/2/exp (- %)dx
v

< eft — s|h7H (572 1)
< clt — 5|5 (s7@FD/2 1) par définition de h. =

Nous sommes maintenant en mesure d’établir 1’égalité suivante:
g(S) = E[U(XU)’XS = ZE] + b(:U, S)’

qui terminera la preuve de I'existence de notre processus.
Soient Ty > T7 > 0 et

L = [ et - v d0).

o O = (= T1) [ of () pody) et 5(0) = L o)

;f | est donc une densité de probabilité sur R
On sait que pj, converge faiblement vers po,(dy,dz) et X; a une densité de
probabilité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R%. Alors la mesure

J vi (y)pos(dy, dx) a aussi une densité, notée [ vy (y)po+(dy, ).
Si on note

fi(et)=C / o () o (dy, 2)5(0)

alors pour tous ¥ € Cy(R*1)

/ / £ (), t)dadt — / / £ (@ )0, B dadt.
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On va montrer que (f,, f;") vérifie ’hypothese du lemme 3.
Soit h, n deux réels posmfs on a

| [ shen - gio)

_c// //U1 V6™ (& + h — 2)po(dy)p(0, y: t + 1, 2)5(t + 1)

— ¢"(x — 2)p(0,y;t, 2) po(dy)dz0(t)|dxdt
<h+1I

// //U1 )" (€ +h = 2) — ¢"(x = 2)]po(dy)p(0, y; t + n, 2)dz]

d(t+mn) dx dt

/ / //”1 )" (@ — 2)[06(t + n)p(0,y;t + 1, z) — 6(£)p(0, y; ¢, )]

po(dy) dz| dx dt.

avec

=C][ / / | / / o1 (1)0" (2) po(dy) [p(0, y; t4n, z+x+h)—p(0, y; t+n, 2+x)]dz|

d(t+n) dz dt.

Du lemme 4 on déduit qu’il existe une fonction ® qui dépend de d, Ts, [|v]
telle que

1 < Cllof ().

Pour I il suffit de montrer que

Iy = sup / / / / oF (1) 6" (—2)po(dy) [p(0, y; 417, 2)—p(0, ; , 2)]dz|ded,

tend vers 0 quand n — 0.

Pour chaque K > 0 le terme I3 peut s’écrire comme somme de deux termes
I4 et 15, ou

14—sup/ ///|<K] y)8" (@ — 2)p(0. gt + 1, 2) — p(0, ;1. 2)]

po(dy)dz| dx dt

15



15—sup/ ///Z>K] ()" (x — 2)[p(0,y;t +n,2) — p(0,y;t, 2)]

po(dy) dz| dzx dt.

D’apres le point ii) du théoreme 6

/ / //Z<K] ¢"(x — 2)po(dy)[p(0, y; t + 1, 2) — p(0,y; ¢, 2)]dz|dxdt

< c||vf ||oon1/5/T (=2 L DN(B(0, K))dt.

t
D’autre part, si on pose X} =y +/ by (s, X?)ds + vB; , avec b, bornée,
0
on déduit que

I, <2lotlle sup / poldy) P(IXY] > IS,

tE[Tl ,T2+1]

Comme
P(|IX{| > K) < P([vBi| > K/2) + P(ly| + t[[bulloc > K/2)

J P(IX{] > K)po(dy) — 0 lorsque K — +oo uniformément pour ¢ €
(T1, Ty + 1) et n.

On conclut en appliquant le lemme 3 que f,7} — f;" dans L'(R**!), donc on
peut supposer que f, (z, t) — fi(z,t) presque siirement.

La démonstration pour (f,;, f;7) et (f, fi") est analogue pour tout 1 < i <
d.

On déduit que

// (x — 2)pp,(dy, dz) —>/ Y)por(dy,x)  presque sirement.

De la méme fagon on démontre que

/ o"(x — 2)py(dz) — p(x)  presque strement.

D’ou

 ba Jv(y)pos(dy, x)
g(t) = b(x,t) + (1) )

Ceci acheve la démonstration du théoreme 1
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4 L’unicité de la solution.

Dans cette section, nous allons étudier 'unicité de la solution du systeme
S(d).

Théoréme 7.

Le systeme S(d) possede une seule solution faible.

Preuve

Soit la solution faible du systeme S(d) ayant la représentation suivante:

gi(z,t) s u(z, t)p(r,t) = /vi(y)po(y)p(O,y;t,x)dy, (16)

p(0,y;t,x) sont les probabilités de transitions, solution fondamentale de
I’équation parabolique:

2

0(p) + > Oy plb+u) = %A(P)-

j=1

Soient QO($7t> = QO($5t7 +) = QO(l.ﬂtv _) = p(l’,t) et

gi(z,t,+) = /vf(y)po(y)p((), y;t,x)dy,

Gt —) = / o5 (9)p0(y)p(0, y: 1, 7)dy.

On a ¢z, t) =gz, t,+) — qi(z,t,—). Pour e = +,— =i
= [ @pl0.vit. a1y

on démontre facilement que t — ¢¢;(z,t,¢) est une famille de probabilité de
densité sur R, solution de

d 2

Orlg) + > 00, (p+b) 4 = TA(), (17)

=1
ou

p(x,t) = —)(QI(Ivt)v "'>Qd(xvt)) 0<i<d.

do (I’, t
D’apres le théoreme 6, il existe une constante ¢ qui dépend uniquement de
|v]|oo, v et d tel que pour i =0,...,d, e =+, —

||Qi(‘7 t,é)”oo < C(t_d/2 + 1)7
lai(y. t.e) — qiy, s,€)| < c((t As)~ D24 1) Jt— s'V5,
|Qi(y,t,5) - Qi(y/7t7€)| S C(t_(d+1)/2 + 1) |9§' - y|1/2'
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On peut montrer également que g = (QO('TJ t)a Q1 (LU, t +)7 q1 (.fC, 2 _)7 R Qd(ﬂj, 2 +)7
qa(x,t,—)) == (q:(g) : 0 < i < d,e = +, —) est solution faible du systeme

0(ai(2)) + 3271 0,4i() (Fg) + b) = 5 Agi(e)
Vi<i<d ,e=+,—
qi(e,dx,t) — q;(¢,dz,0) faiblement pour t — 0

avec
1

F(q) = %(‘h(‘i‘) — (=), qa(+) — qa(—)).

On peut remarquer que ¢ — ¢;(¢)F(q) est lipschitzienne continue sur le
domaine

D ={qe Ry x R*: |g;(+)| < [[v]lwto; g:(=)| < [[]|loqo¥1 < @ < d}.
On note |g| := qo + D27y 4 (+)] + lai(—)]-
Soient deux solutions faibles (¢i,0 < d), (¢?,0 < d) de S(d) avec condition
initiale identique pg, v et ayant la représentation 16.

On se propose de montrer que V1 <i <d

q(l)(xvt) = qg(l'?t)’qil(x?t’ +) = qu(mat?_'—)?qil(x’t? _) = q?(x7t> _)'

De (17) on déduit pour toute f € C3(R? x [0,T] et pour i =0, ..,d
[ Heaal @t 1o~ [ 0.0)q)dr.0)
- /Ot (/ [(F(q) + D)V f(s,z) + asf(s,x)] q} (z,t,+)dxds
+”; / Af(s, x)degl (a1, +)dx>ds (18)
donc

g (v, t,4) — ¢ (y,t,+)]

=1 [ [ ([P s + 60 =5ty = )]s~

(F(@(x,9)) + bz, 8)) (= T—)ors(y — 2) |4} (2,5, 1) ).
| ?f : Jattw. )
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Par convolution avec o5, , h > 0, on a

/qu(y,t+)—ql(y,t+)|ah T —y dy</// N (z, s, +)
— Pl g et D] 1= oz~ o - g)dzdyds
/ //|b z,8)[q; (z,8,+) — ¢ (Z,S,+)]t_ lor_s(z — y)on(x — y)dzdyds

< C/O // 1¢" (2, 5) — ¢*(z,9)|(t — S)I/Q%GXP < - M)

42 (t — s)
(2713 (t — 5))—d/2 exp ( — %)Uh(x — y)dzdyds

t
<e / / 101(5,5) — (2, 9)|(t = 5) Vs ayon(s — 2)dzds.
0

De la méme fagon on montre que

/ i (y,t, =) — @ (y, 1, =)lon(z — y)dy
<o [ [10Gos) = i = o) s yonte — )i,
0
Par conséquent
[ lat0.0) = 0. Dot~ )y
< c/ot/ 1¢" (2, 8) — (2, 8)|(t — 8) "2 0o4_oysn(z — x)d2ds.

Si on pose

QUh.t,z) = / 010, 1) — (9, O)lon(e — y)dy

alors

Q(h,t,x) < /Ot Q(2(t — s) + h,s,z)(t — s)"/%ds. (19)

D’autre part, on sait que

Q(h,t,x) < ch™2

19



On insere cette inégalité dans (19). On obtient
t
Qhnt.) < [ (=) 20— )+ ) s
0

t—h t
< c(/ (t —s)~ @25 4 / (t — s)’l/zh’dmds)
0 t—h
c(h=@=D/2 £ 5,1 log h| 4 1).

IN

On recommence:
Q(h,t,x) < c(h= /2 1 5,,5]log h| +1).
Finalement en itérant ce procédé, on arrive au résultat suivant:
Q(h,t,x) <c uniformément pourh > 0,t € (0,7],z € R%.

D’autre part
lim Q(h,t,) = |} (z, ) — g2z, )

ce qui implique
sup |g; (2,t) — g} (w,1)] < 0.
z€R4te(0,T]
De plus pour ¢ € (0,7"]

t
it -denl<e [ sp ) - deol(i- 9
0 zeR4ve(0,7]

m (=) [ (e (= ) o (= oy ) ) s
e sw ) -] [ (- s
2€R4 ve(0,T7) 0

<ec sup |qi1(z,v)—qi2(z,v)|vT’.

z€R4,ve(0,T7]
On a cette majoration uniformément pour ¢ € (0,7"], y € R¢, d’on

sup  |g;(z,1) — ¢ (z,0)] <c  sup g (zv) — G (z,0) VT
zeR4,te(0,77] zeR4ve(0,T7]

Soit 7" < ¢~2, pour ce choix on obtient

sup  |qi (z,t) — ¢7(2,t)| = 0.
zeR4 te(0,177]
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On peut procéder pour [T”,2T'] comme pour (0,7"] précédemment et on
arrive enfin au résultat désiré, c’est a dire

sup ‘q@'l(z7t)_qi2(zvt>| =0. u
z€R4te(0,T)
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